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Abstract. Process of two-dimensional autoregression of order (1,1) is considered. An explicit 
expression for the influence functional of the sign estimation of the coefficients of the equation of 
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Введение. Рассмотрим модель пространственной авторегрессии — стационарное поле 

ijX  на прямоугольной целочисленной плоской решётке, описываемое рекуррентным 
соотношением  

 .2,1,0,=,,= 11,111,011,10 ±±+++ −−−− jiXaXaXaX ijjijijiij ε  (1) 
Модель пространственной авторегрессии широко используется в цифровой обработке 

изображений для устранения дефектов при редактировании изображений. 
С математической точки зрения проблема заключается в разработке таких методов 
оценивания вектора коэффициентов ),,(= 110110 aaaa  по наблюдениям ijX , точность 
которых, в отличие от метода наименьших квадратов, слабо зависит от предположений о 
вероятностном распределении поля ijε . 

Одним из таких методов является знаковый метод [1]. В работе [2] предложена оценка 
параметра a , основанная на знаках остатков  

 .=)( 11,111,011,10 −−−− −−− jijijiijij XaXaXaXaε  
Там же при помощи компьютерного моделирования показано ее преимущество над 

оценкой наименьших квадратов при измерении поля ijX  с аномально большими ошибками, 
имитирующими сбой измерительной аппаратуры. 

В данной работе получено аналитическое выражение для функционала влияния 
знаковой оценки, который является теоретической характеристикой устойчивости 
(робастности) оценки к ошибкам наблюдений поля ijX . Функционал влияния показывает, 
насколько сильно изменится оценка при добавлении к выборке достаточно большого 
объема еще одного наблюдения. Если это изменение в принципе не может быть сколь 
угодно большим, то оценка называется робастной. Анализ функционала влияния показал 
преимущество знаковой оценки над оценкой наименьших квадратов при измерении ijX  с 
аномально большими ошибками. 

Функционал влияния впервые появился в работе [3] для описания робастных свойств 
оценок параметров авторегрессионных временных рядов. Функционал влияния является 
обобщением на временные ряды таких понятий, как кривая чувствительности и функция 
влияния, которые описывают робастные свойства оценок параметров в одно- и 
двувыборочных моделях сдвига и масштаба [4,5]. 

Постановка задачи. Рассмотрим поле (1), где ijε  — независимые одинаково 

распределённые случайные величины с нулевым математическим ожиданием 0=E ijε  и 

неизвестной функцией распределения F , ),,(= 110110 aaaa  — неизвестный вектор 
параметров. Достаточные условия стационарности поля (1) приведены в [6,7]. 
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Пусть njmiXij ,0,=,,0,=,   — наблюдаемая реализация поля (1). Обозначим  
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Перейдем от наблюдений ijX  к знакам остатков  

 .,1,=,,1,=)),((=)( njmiasignaS ijij ε  

Пусть ),,(= 0
11

0
01

0
10

0 aaaa  — некоторый известный вектор. В [2] на основе знаков остатков 

)(aSij  построены локально наиболее мощные критерии проверки гипотезы  

 00 =: aaH  
против односторонних альтернатив +

pqH  и −
pqH , (1,1)}(0,1),{(1,0),=),( I∈qp , вида  

 ),,(),(   =,>: 00 qplkaaaaH klklpqpqpq ≠∀+  
 
 ),,(),(  =,<: 00 qplkaaaaH klklpqpqpq ≠∀−  
которые выглядят следующим образом. 
Определим множество )}({ aijδ  рекуррентным соотношением  

 1,2,=,),()()(=)( 11,111,011,10 jiaaaaaaa jijijiij −−−− ++ δδδδ   
с граничными условиями  

 
0.< или 0<0,=)(

0,>,)(=)(0,>,)(=)(1,=)( 01010000

jia
laakaaa

ij

l
l

k
k

δ
δδδ

  

 
Обозначим  

 

)).()(),((=)(

,),(),()(=)(

,,0,1,=,,0,1,=),()(=)(

110110

,

1

0=

1

0=

,
1=1=

aWaWaWaW

qpaZaaW

njmiaSaSaZ

qjpiij

qn

j

pm

i
pq

jlikkl

n

jl

m

ik
ij

I∈++

−−−−

−−
++

∑∑

∑∑

δ



 

Теорема 1. Пусть  
 1,||1,||0,1 2121

0
112

0
011

0
10 ≤≤≠−−− zzzzazaza  (2) 

а функция распределения )(xF  и плотность распределения вероятности )(xf  
случайных величин ijε  удовлетворяют условиям  

 ,
2
1=(0)F  (3) 

  0,>(0)f  (4) 
  0,=)(E 11ε  (5) 
  (0,1).0 при 0|]||(0))([|E 1111 ∈→→− θθ дляuXfuXf  (6) 

Тогда локально наиболее мощный знаковый критерий отклоняет 0H  в пользу +
pqH , 

если  
 ,),(,>)( 0 I∈+ qpCaW pqpq   

и принимает в противном случае. Постоянная +
pqC  определяется уровнем значимости 

α  критерия. 
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Теорема 2. В условиях теоремы 1 локально наиболее мощный знаковый критерий 
отклоняет 0H  в пользу −

pqH , если  

 ,),(,<)( 0 I∈− qpCaW pqpq   

и принимает в противном случае. Постоянная −
pqC  определяется уровнем значимости 

α  критерия. 
Доказательство теорем 1 и 2 приведено в [2]. 
Теоремы 1 и 2 показывают, что небольшие значения |)(| 0aWpq  свидетельствуют в 

пользу 0H , а большие — в пользу +
pqH  или −

pqH . Это позволяет определить знаковую оценку 
параметра a  как решение системы уравнений  

 .),(0,=)( I∈qpaWpq  

Точное решение этого уравнения ввиду разрывности функций )(aWpq , вообще говоря, 
не существует, поэтому знаковой оценкой a  естественно считать точку минимума функции 

|)(| aW . 
Предположим теперь, что вместо авторегрессионного поля ijX  наблюдается поле ijY  

вида  
 ,= ijijijij XY ζν+  (7) 

где ijζ  — независимые одинаково распределённые случайные величины, а ijν  — 
независимые бернуллиевские случайные величины, принимающие значения 1 и 0 с 
вероятностями δ  и δ−1  соответственно, 10 ≤≤ δ . Предположим, что поля ijε , ijν  и ijζ  не 

зависят друг от друга. Модель (7) описывает загрязнение поля ijX  небольшой долей δ  

(обычно на практике 0,2<<0 δ ) ошибочных наблюдений ijζ , имитирующих сбой с 

вероятностью δ  измерительной аппаратуры. 
В этом случае знаковая оценка определяется как решение системы  
 ,),(0,=),( I∈qpaWpq δ  
где  
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 ).(=),( 11,111,011,10 −−−− −−− jijijiijij YaYaYaYsignaS δ  

При 0>δ  знаковая оценка mnâ  параметра 0a  не обязана быть состоятельной, т.е. 
предел  

 ),(=ˆlim
,

δaamn
nm ∞→

 

если он существует, не обязан совпадать с 0a . Перестает быть состоятельной и оценка 
наименьших квадратов (см. [8]). Тем не менее, если разность 0)( aa −δ  для знаковой оценки 
меньше, чем для оценки наименьших квадратов, то разумно пользоваться именно знаковой 
оценкой. Возникает задача исследования поведения 0)( aa −δ  в зависимости от 
распределения поля ijζ . 

Результаты. Для оценивания величины 0)( aa −δ  определим функционал влияния 
)),((IF ζδ Fa  оценки mnâ  по формуле  
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 .)(=)),((IF
0=δ

ζ δ
δ

δ a
d
dFa  

)),(( ζδ FaIF  характеризует величину главного линейного члена в разложении 
асимптотического смещения  

 0),()),((IF=)( 0 →+− δδδδδ ζ oFaaa  

и зависит от )(δa  и от распределения случайных величин ijζ . 

Лучше других противостоять засорениям вида (7) наблюдений ijX  будут оценки с 

ограниченным )),(( ζδ FaIF . Обозначим через F  множество возможных функций 

распределения случайных величин ijζ . Назовем величину  

 |)),((|sup=))(,( ζ

ζ

δδ FaIFaGES
F F

F
∈

 

коэффициентом чувствительности оценки mnâ  к большой ошибке. Оценку mnâ  будем 
называть робастной на семействе распределений F , если .<))(,( ∞δaGES F  

Теорема 3 дает явное выражение для функционала влияния знаковой оценки. 
Обозначим через ),,(= 110110 llll  вектор с координатами  
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Определим матрицу  
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Теорема 3. Пусть функция распределения )(xF  и плотность распределения 
вероятности )(xf  случайных величин ijε  удовлетворяют условиям (2)–(6) и  

 .<][E 2
11 ∞ε   

Тогда функционал влияния знаковой оценки равен  

 ( ) .][E(0)4=)),((IF 1
11 lfFa −− Kεδ ζ  (9) 

Вид формул (8), (9) показывает, что функционал влияния знаковой оценки будет 
ограничен, поскольку координаты || pql  вектора l  в (8) ограничены величиной ||max

),(
pq

qp
a

I∈
. 

Поэтому коэффициент чувствительности к большой ошибке будет конечным, а знаковая 
оценка робастной. 

Для сравнения, функционал влияния оценки наименьших квадратов имеет вид (см. 
[8])  

 ,),,(][E=)),(( (0)
00

(0)
10

(0)
01

12
00

T
LS aaaBFaIF −ζδ ζ  (10) 

где B  — ковариационная матрица вектора ),,( 001001 XXX . Из формулы (10) следует, что 

с ростом ][E 2
00ζ  будет расти и )),(( ζδ FaIFLS . Поэтому максимум )),(( ζδ FaIFLS  будет 

бесконечным на (достаточно узком) множестве всех вероятностных распределений 
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случайной величины 00ζ  с конечной дисперсией. Следовательно, коэффициент 
чувствительности к большой ошибке оценки наименьших квадратов в этом случае будет 
бесконечным, а оценка наименьших квадратов, в отличие от знаковой оценки, не будет 
робастной. 

 
Выводы. В работе получено явное выражение для функционала влияния знаковой 

оценки коэффициентов уравнения авторегрессионного поля. Показано, что знаковая оценка 
является робастной, в то время как оценка наименьших квадратов не является робастной в 
достаточно типичной ситуации, когда ошибочные наблюдения авторегрессионного поля 
могут иметь сколь угодно большую дисперсию. Знаковая оценка может быть рекомендована 
в качестве альтернативы оценке наименьших квадратов при наблюдении 
авторегрессионного поля с аномально большими ошибками. 
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Аннотация. Рассмотрен процесс двумерной авторегрессии порядка (1,1). В работе 
получено явное выражение для функционала влияния знаковой оценки коэффициентов 
уравнения авторегрессионного поля. Показано, что знаковая оценка является робастной. 

Ключевые слова: знаковая оценка; робастная оценка; функционал влияния; 
коэффициент чувствительности к большой ошибке. 

mailto:vb-goryainov@mail.ru�

