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Abstract. Finite element method was created to solve the first-boundary-value problem for 

the second-order elliptic equation with degeneracy of input data, which solution has weak 
singularity on the curvilinear boundary of a two-dimensional convex domain. It has been 
determined that an approximate solution converges to the exact generalized solution in the norm of 
the Sobolev weighted space. 
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Введение. Краевые задачи с сингулярностью в решении возникают при 

математическом моделировании многих естественных процессов, например, в физике 
плазмы и газового разряда, электродинамике, ядерной физике, нелинейной оптике и других 
областях физики. Для краевых задач, имеющих особенности в решении в отдельных точках 
границы, были разработаны эффективные численные методы, позволяющие успешно и с 
хорошей точностью находить приближённые решения (см., напр., [1-8]). 

В работах [9-11] С. М. Никольским и П. И. Лизоркиным были изучены коэрцитивные и 
дифференциальные свойства решений краевых задач с вырождением решения на всей 
границе области. В этой работе для решения задачи Дирихле для эллиптического уравнения 
второго порядка с вырождением на всей границе двумерной области Ω построен метод 
конечных элементов, доказано, что приближённое решение сходится в весовом 

пространстве ( )Ω1
,2 α



W  к обобщённому решению из класса ( )Ω−
2

1,2 α



W . 
Материалы и методы. Введём в рассмотрение некоторые обозначения и 

определения. 

Пусть R2 – двумерное евклидово пространство с ( )21, xxx = , 21dxdxdx = , 2R⊂Ω  – 

ограниченная область с дважды непрерывно дифференцируемой границей Ω∂ , Ω  – 

замыкание области, т.е. Ω∂∪Ω=Ω , 2C∈Ω∂ . 
Введём весовое пространство С.Л. Соболева 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }Ω∂∈=Ω∈=Ω xxuWxuxuW ss ,0,| ,2,2 γγ



, ss <−+< 2
10 γ , 2,1=s , с конечной 

нормой 

( ) ( ) ( )ΩΩΩ
+= ss WLW uuu

γγ ,22,2
, 
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∂
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( )21,λλλ = , 01 ≥λ , 02 ≥λ  – целые числа и 21 λλλ += , ( )xρ  – расстояние от любой 

точки ( )21, xxx =  до границы Ω∂ , γ  – действительное число. 

Определим класс ( )Ω−− γ1,2L  функций F(x), Ω∈x , с конечной нормой 

( ) ( ) ( )
2
1

1,2

21









= ∫

Ω

+

Ω−−
dxxxFF L

γρ
γ

. 

Рассмотрим краевую задачу для дифференциального уравнения 

 ( ) Ω∈=+







∂
∂

∂
∂

− ∑
=

xxFxuxa
x
xuxa

xlk l
kl

k

),()()()(2

1,

 (1) 

с граничным условием 
 ( ) Ω∂∈= xxu ,0 . (2) 

Предположим, что правая часть уравнения (1): 

 ( ) ( )Ω∈ −− α1,2LxF , т.е. ( ) ( ) ( )Ω∈+
2

1 LxFx αρ , (3) 

( )2
1

2
1 ,−∈α , коэффициенты уравнения ( ) ( )xaxa lkkl = , 2,1, =lk  – функции, 

дифференцируемые на Ω, удовлетворяют неравенствам 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 12
1

21

2
0 ,; −−− ≤

∂
∂

∂
∂

≤ αα ρρ xC
x

xa
x

xaxCxa klkl
kl , (4) 

функция ( )xa – положительная и подчиняется неравенству 

 ( ) ( ) 22
2

−−≤ αρ xCxa , (5) 

где 0C , 1C , 2C , – константы, не зависящие от x, а также выполнено условие 
ультраэллиптичности 

 ( )
( )

Ω∈
ℵ

≥ ∑∑
==

x
x

xa
k

k
lk

lkkl ,
2

1

2
2

2

1,
ξ

ρ
ξξ α  (6) 

с константой 0>ℵ , не зависящей от x и ( )21,ξξξ = . 
Задача (1), (2) равносильна следующей вариационной задаче [9]: найти функцию 

( ) ( )Ω∈ 1
,2 α



Wxu , удовлетворяющую равенству 

 ( ) ( )vFvuE ,, =  (7) 

для любой функции ( )xv  из ( )Ω1
,2 α



W . 
Здесь 

( ) ( ) ( )∫
Ω

= dxxvxFvF , , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑
Ω =
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Отметим, что билинейная форма ( )vuE ,  непрерывна на ( )Ω1
,2 α



W  и ( )Ω1
,2 α



W  – 

эллиптична, линейная форма ( )vF ,  непрерывна на ( )Ω1
,2 α



W . 
В [9, 10] доказаны при сделанных предположениях (3)-(6) существование и 

единственность обобщённого решения задачи (1), (2) в классе ( ) ( )Ω⊂Ω−
1

,2
2

1,2 αα



WW . 
Построим схему метода конечных элементов (МКЭ). Полагая, что область определения 

решения Ω  выпуклая, произведём её триангуляцию hτ . Для этого через точки, 

находящиеся от Ω∂  на расстояниях, равных ( )rn
jb , nj ,,0 = ; 1>r  ( 2

Ω< δb , Ωδ  – 
диаметр вписанной в Ω окружности, r – параметр сжатия, характеризующий степень 
сгущения точек) проводятся кривые jΓ , nj ,,0 = , разделяющие область Ω на слои jQ , 

nj ,,1= . Линия nΓ  при этом делит Ω на две подобласти: внутреннюю и внешнюю 

(приграничную полосу). На каждой кривой jΓ  ( )nj ,,0 = , фиксируются jM  

равноотстоящих узлов. Число jM  ( )nj ,,1=  определяется функцией 

( ) 1
1

+=






 −

−







rr
j

n
jb

n
jb

ljψ , где jl  – длина j-той кривой, 10 2MM = . Соединением сначала 

последовательно всех точек кривых jΓ  ломаными линиями, а затем каждого из узлов, 

принадлежащих 1−Γj , с ближайшей из узловых точек кривой jΓ  ( )nj ,,1=  внешняя 

подобласть разбивается на элементы треугольного типа со сгущением к границе Ω∂ . Во 
внутренней подобласти проводится квазиравномерная триангуляция, в результате которой 

имеем конечное число регулярных треугольников с наибольшей стороной порядка n
1 . 

Полученное, таким образом, разбиение области Ω на элементы удовлетворяет 
следующим свойствам: 

1. Ω′∪Ω=Ω h , где 
N

m
m

h K
1=

=Ω , N – число треугольных элементов, Ω′  – 

объединение сегментов, отсекаемых треугольниками mK , хотя бы одна вершина которых 

принадлежит границе Ω∂ . 
2. Общими для конечных элементов mK  являются только стороны или вершины. 

3. Наибольшая сторона h в mK  имеет порядок n
1 , где n – число слоёв в приграничной 

полосе. 

4. 
( )
( ) σ

τ
≤

∈ Kh
Kh

hK min

maxsup , где σ не зависит от h. 

Узловыми точками в hτ  являются вершины 
hNTT ,,0   треугольников mK . 

Заметим, что на основе изложенных принципов разработан алгоритм построения 
сеток со сгущением в приграничной полосе и создана программа [12]. 

Обозначим через ( )Ω⊂ 1
,2 α



WV h  пространство непрерывных функций, линейных на 

каждом mK  из hτ  и равных нулю на hΩΩ \ . Для функции ( )xu  из ( )Ω−
2

1,2 α



W  определим 
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интерполянт ( ) ( ) ( )∑
=

=
hN

i
iiI xTuxu

0
ϕ , где ( )xiϕ  – базисная функция, равная в точке iT  

единице, а в остальных узлах – нулю и линейная на каждом треугольнике mK  из hτ . 

Построенному конечномерному пространству ( )Ω⊂ 1
,2 α



WV h  сопоставим дискретную 

задачу: найти функцию ( )xuh  из hV , удовлетворяющую равенству 

 ( ) ( )hhh vFvuE ,, =  (8) 

для любой функции ( )xvh  из hV . 

Здесь ( )hh vuE ,  и ( )hvF ,  – билинейная и линейная формы задачи (7). Из леммы 

Лакса-Мильграма [13] следует, что задача (8) имеет единственное решение ( )xuh , которое 
будем называть приближённым решением МКЭ. 

Результаты. Исследуем вопрос о сходимости метода конечных элементов по 

норме ( )Ω1
,2 α



W . 

Теорема 1. Если ( ) ( )Ω∈ −
2

1,2 α



Wxu , ( ) h
I Vxu ∈  – интерполянт, построенный по 

проведённой триангуляции hτ  области Ω, то 

( ) 0lim 1
,20

=−
Ω→ α



WIh
uu . 

На основании этой теоремы и неравенства 

( ) ( )Ω∈Ω
−≤− 1

,2
1

,2
inf3

αα



WhVvWh vuCuu
h

h

 

с постоянной 3C , не зависящей от hV , которое справедливо при наличии условий (4)-(6) на 

коэффициенты ( ) ( )xaxa lkkl =  ( )2,1, =lk  и ( ) 0>xa  уравнения (1), устанавливается 
основной результат. 

Теорема 2. Пусть коэффициенты ( ) ( )xaxa lkkl =  ( )2,1, =lk  и ( ) 0>xa  удовлетворяют 

неравенствам (4)-(6), функция ( ) ( )Ω∈ −− α1,2LxF , ( )2
1

2
1 ,−∈α . Тогда приближённое 

решение ( )xuh  МКЭ сходится при 0→h  в пространстве ( )Ω1
,2 α



W  к обобщённому 

решению ( )xu  задачи (1), (2). 
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Аннотация. Для численного решения первой краевой задачи для эллиптического 
уравнения второго порядка с вырождением исходных данных, решение которой имеет 
слабую сингулярность на криволинейной границе двумерной выпуклой области, построен 
метод конечных элементов. Установлено, что приближённое решение сходится к точному 
обобщённому решению в норме весового пространства Соболева. 

Ключевые слова: Метод конечных элементов; сингулярность решения; весовое 
пространство Соболева. 
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